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INFERENCIA ESTADISTICA

INTERVALOS DE CONFIANZA

IC 1

Generalidades

Cuando se estima un parametro en forma puntual, generalmente, pero no siempre, el resultado de la
estimacion es simplemente un nimero, no teniéndose ninguna idea de la fiabilidad de la estimacion.
La estimacion por intervalos de confianza soluciona este problema ya que la respuesta que da este
método es un intervalo dentro del cual se “decreta” que esta el parametro (es decir una
aproximacion del mismo), junto con una medida de la confiabilidad del “decreto”.

A continuacion se analizaran diversos casos en los que se usa la estimacion de parametros por el
método de los intervalos de confianza.

IC 11

Intervalo de confianza para el valor medio de una variable aleatoria correspondiente a una
distribucién cualquiera de probabilidad en el caso de disponerse de una muestra grande

IC 1.1

a. El hecho de analizar una muestra de tamafio N de una poblacion homogénea equivale a
efectuar n repeticiones independientes de un mismo experimento aleatorio, suponiéndose
que existe permanencia estadistica a lo largo de todos ellos.

Supoéngase que a los resultados a obtener en las repeticiones 1, ..., n se les asocien
respectivamente las variables aleatorias Xi, ..., X.

Evidentemente, todas estas variables seran independientes y tendran un mismo valor medio
m y una misma desviacion tipica o

Supdngase que m sea desconocido y que, por el momento o sea conocido.

En el caso de que n sea grande, por el teorema de Lindeberg se tiene (ver [5] de BNP VII)

que:
- X1+..+X
X =2l 0 [1]
n
es aproximadamente normal (m, %/ﬁ ).
Por lo tanto:
X-m n —
= (X —m) [2]

7
Jn
sera aproximadamente normal (0, 1), y en lo que sigue se la considerara como tal.

b. Usando la tabla de la F. de D. normal (0, 1) basquese un nimero o tal que:
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A

Pa< Y (X -m) <a)=095 [3]
O

y entonces resultara que:

Es decir que:

p(i—aismsiﬂz—]:&% [4]

Jn Jn

En palabras, esta expresion dice lo siguiente:

Existe un probabilidad igual a 0.95 de que el valor que asuma Xal efectuarse n repeticiones
del experimento sea tal que el valor de m esté dentro del intervalo:

(i_ai X+l

5wy

Entonces se define que:
Si se obtiene un valor observado X, una estimacion de m consiste en el intervalo de
confianza:

>
Q

o o
-—a— X+a— 5
e % #) ol
con un grado de confiabilidad igual a 0,95 (6 95%).

Observacion 1* (muy importante):

Notar que no puede decirse que exista una probabilidad 0,95 de que el valor de m esté dentro
del intervalo indicado en [5]. Los limites de este intervalo son ntimeros fijos y m también es
un numero fijo y, entonces, M esta o no esta dentro de dicho intervalo, no pudiendo hablarse
de una probabilidad.

La interpretacion de un intervalo de confianza es la siguiente:

La probabilidad de que la afirmacién *“ El valor de m esta dentro del intervalo de confianza
considerado” sea cierta es igual a 0,95.

Supongase que se efectiien 10° tandas de n realizaciones del experimento cada una. Cada
tanda dara un valor observado X propio, obteniéndose asi 10° valores observados
X1,.,X,,6 que, seguramente, seran todos distintos entre si. Como cada uno de esos valores

X

10
observados determina un intervalo de confianza, se obtendran entonces 10° intervalos de
confianza todos distintos entre si. El valor de m estara, aproximadamente, dentro del 95% de
dichos intervalos.

Observacion 2%
La longitud del intervalo de confianza indicado en [5] es:
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I=(X+a%}—(i—a%}=wﬁa [6]

Al aumentar n esta longitud disminuye, aumentando asi la precision de la estimacion.

Observacion 3%

En el problema se supuso que se conocia la desviacion tipica ox de la F. de D. de la variable
X. Es bastante raro que en la practica ocurra que se conozca la desviacion tipica de una
variable y no se conozca su valor medio. Lo usual es que no se conozca ninguno de los dos
parametros.

Si se quiere conservar la pureza de lo visto hasta ahora, se tendra que el método de
estimacion por intervalos de confianza no pasa de la categoria de especulacion teorica.

A fin de dar importancia practica al método, para poder estimar por intervalos al valor
medio, el tinico camino que queda abierto es estimar previamente a o. En vista a lo indicado
en [7] de IE IV parece 16gico tomar:

6= [— > (xi -0 [7]

y usando esta estimacion en lugar del verdadero o, se podra salvar el método, si bien a costa
de algo de su “pureza”. Por lo tanto el intervalo de confianza resultante habra que tomarlo
ligeramente a beneficio de inventario. Esto no es precisamente una situacion ideal, pero
desgraciadamente no hay alternativa.

Aplicacion

a.

En 60000 tiros de dado salieron 5400 ases. Se pide hallar un intervalo de confianza para la
probabilidad de sacar un as en un unico tiro de dado. Se pide un grado de confiabilidad igual
a 0,95.

Sea X la variable aleatoria asociada a un tiro de dado. Se dira que X = 1 si sale un as y que
X =0 sino sale un as.
Llamando p a la probabilidad (desconocida) de sacar un as en un tiro de dado, se tiene que:

my =p
Con lo que resulta que el problema de estimar la probabilidad se reduce al problema de

estimar el valor medio m X

Segun arriba indicado, se efectuaran 60000 pruebas, a las cuales se les asocian las variables
X, ..., X60000- Como la cantidad de pruebas es grande, se tiene que la variable:

1 n
a2

X =
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tendra una distribucion aproximadamente normal.
Cabe entonces usar el procedimiento indicado en el parrafo IC II.1.

Dado que el grado de confiabilidad es de 0,95, se buscard un valor a tal que para una cierta
variable normal (0, 1), Y, se tenga que:

Pa<Y<a)=0095
Esto implica que:
PY<-auY>a)=1-0,95=0,05
P(Y <-a)+P(Y > a)=0,05
Como Y tiene una F. de D. normal (0, 1), se tiene que P(Y <- a) =P(Y > a), y por lo tanto:
2P(Y > a)=0,05
P(Y > a) = 0,025
P(Y <a)=1-0,025=0,975
Yendo a la tabla de 1a F. de D. normal (0, 1) se obtiene entonces que:

a=1,96

(Notar que Y hizo las veces de variable aleatoria “muda”).
Como, segun los datos del problema, de las 60000 variables X, 5400 asumieron el valor 1, y

los restantes asumieron el valor 0, es decir que 5400 valores x; son iguales a 1 y los restantes
son iguales a 0, se tienen los siguientes valores observados:

n
£= 13 xj = 5400=0,09
n S 60000

~ 1 < -2 1 2 2
Sy = ———Zx&—x):J—————Smma—QO% +54600(0—0,09)% | = 0,286
\/n-—1i_1 w0000l }

Segin indicado en [5] un intervalo de confianza del valor mX con un grado de

confiabilidad 0,95 sera:

[i—ai% i+a5%}

En el problema en estudio, se conocen los valores de X, a y n (respectivamente 0,09; 1,963
y 60000), pero no se conoce el verdadero valor de Oy .

Si en vez de dicho valor se usa el valor observado Gy =0,286 se obtendra un intervalo de
confianza:
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0,286

0,09
460000

+1,96

(0,09 —-1,96 0,286 j

760000

Efectuando las operaciones indicadas, se llega a que para la estimacion de p se obtiene un
intervalo de confianza:

(0,08771 ; 0,09229)
con un grado de confiabilidad que seria de 0,95 si el valor estimado de la desviacion tipica
coincidiera con el valor verdadero. El hecho de no poder garantizar que esto ocurra

disminuye algo de confiabilidad del resultado pero, desgraciadamente, no se sabe en que
medida.

IC 111

Intervalo de confianza para el valor medio de una variable aleatoria correspondiente a una

distribucion normal

IC 1.1

a.

Teéricamente la muestra puede ser grande o chica, es decir que las repeticiones del
experimento pueden ser muchas o pocas, pero siempre las variables aleatorias
correspondientes deben ser normales, independientes y con un mismo valor medio m y una
misma varianza o”.

Sean X, ..., X, las variables aleatorias correspondientes a las repeticiones 17, ..., n* del
experimento.
Sean:
n n
< _ ! 2 1 2
X ==>Xj $c ==Y (Xj-X) [1]
izl izl

Entonces, por las condiciones impuestas en a. y por lo indicado en [5] de JtF IV se tiene que:

T=+4n-1 X;m tiene una distribucion t de Student con n — 1 2]

grados de libertad.

Supongase que se desee hallar un intervalo de confianza con una confiabilidad igual a 0,95
del valor medio mencionado en a. mediante la ejecucion de n experimentos independientes.

Usando la tabla de la distribucion t para « :#:0,025 y n — 1, hallese el valor

t 0,025 :n-1 correspondiente.
Se tiene entonces que:

P(T>t0,025 n-1)=0025=P(T<tg025 n-1)=0975 [3]

Y,
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P(T<-t0,025 n-1)=P(T>t0025 n-1)=0025 [4]

L Ver [4] de JtF IV

y entonces por [3] y [4] resulta que:

P(=t0,025 n-1<T<tg025 n-1)=0975-0,025=0,95

y por [2]: _
X —m

P(-=t0,025 n-1<+vn-1

De donde resulta que:

<t0,025 n-1)=095

<m< X+
n-1 n-—

_ st _ _ st _
P[X_ 0,025 n-I o,ozsln 1}20,95

Es decir que existe una probabilidad igual a 0,95 de que el valor que asuma X al efectuarse
n repeticiones del experimento esté dentro del intervalo:

_ St 1 . S.t _
(X_ 0025 n-1 o, o,ozsln 1} -

n-1 n-—

Si se obtienen valores observados X y s se tiene que un intervalo de confianza (entre
infinitos posibles) para la estimacion de m con una confiabilidad e 0,95 es:

(6]

- 10,025 n-1 §+S-to,025 n-1
n-1 n—1

Observacion 1%
Analoga a la observacion hecha en c. de IC I1.1.

Observacion 2%,
La longitud del intervalo de confianza indicado en [6] es:

$-10,05 n-1
' n-1
Como para un cierto valor de a el valor de t, , disminuye al aumentar n (ver tabla de figura

=2

JtF 11.b) y por otra parte 4/n—1 aumenta, se tiene que al aumentar n la longitud disminuye,
es decir que la precision aumenta.

Muy a menudo el método de estimacion de un valor medio recién desarrollado se lo supone
relacionado tinicamente con el caso de “muestras chicas”.

Eso es enteramente falso. Este método sirve tanto para el caso de muestras chicas como de
muestras grandes, estando su uso limitado tinicamente por el alcance de la tabulacion de la
distribucion t de que se disponga.

Pero por otra parte, en el caso de muestras chicas éste es el inico método disponible, a
condicién de que se cumplan los requisitos indicados en a.
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g. Y ya que se habla de muestras chicas, vale tener en cuenta lo expresado por M. J. Moroney
en su libro “Hechos y Estadisticas”: “En la vida diaria muy a menudo tomamos decisiones
en base a la evidencia obtenida a partir de muestras pequefias.”

“La practica de hacer juicios ligeros sobre una primera evidencia es un habito insidioso que
a menudo trasladamos a cuestiones donde si es importante que estemos equivocados o no.
La evidencia de las muestras pequefias puede ser muy traicionera.”

ICI111.2
Aplicacidn

Sea una fabrica de alambre para resistencias eléctricas. Se sabe que la resistencia por metro sigue
una ley normal (M, ©), siendo M y ¢ desconocidas.

Se hicieron 10 mediciones sobre otras tantas muestras de 1 m tomadas al azar obteniéndose valores
X= 10,48 y s =1,29.

Se pide hallar un intervalo de confianza para el valor medio m con una confiabilidad igual a 0,90.
1-0,9

Para o = =0,05y n—1=09, de la tabla de la funcion t se obtiene tyos.9 = 1,833, y entonces

segun [6] se obtiene el intervalo de confianza:

1,29-1,833

V9

1,291,833

NG)

[10,48 - 10,48 + j =(9,69 ; 11,27)

IC IV

Intervalo de confianza para la diferencia de los valores medios correspondientes a dos
distribuciones normales distintas pero gue tienen la misma varianza

a. Sean dos experimentos aleatorios distintos a los cuales corresponden respectivamente las
variables X e Y, ambas normales pero con la misma varianza o°.
Supdngase que se efectlien ny repeticiones del primer experimento y ny del segundo.

b. Segun indicado en [8] de JtF IV se tiene que la variable:

T (ng +ny —2)

) [(X—?)—(mx _mY)]

2 2N( 1, 1
(n,S§ + nySy)( n T ny

tiene una distribucion t de Student con ny + ny — 2 grados de libertad.
Entonces, por un procedimiento analogo al indicado en c. IC II1.1 se llega a que un intervalo
de confianza para mx — my con una confiabilidad igual a 0,95 esta dado por:
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2 21 .1
£0,025;(ny +n, -2) X

=)= (nx +ny =2)

2 24 1 1

xX-y)+ £0,025;(ny +n, -2)

(ng + Ny -2)

siendo X, ¥, Sx ¥ Sy los valores observados.

ICV

Intervalo de confianza para la varianza de una distribucién normal

a.

Sea un experimento aleatorio al cual corresponde una variable aleatoria X que sea normal
(m, o), siendo My o por el momento desconocidas.

Supdngase que se efectuen n repeticiones de dicho experimento, y que en base a los
resultados obtenidos se pretende hallar un intervalo de confianza para la varianza ¢* con un
grado de confiabilidad de, digamos, 0,95.

Interesa pues hallar dos nimeros o; y o, tales que:
P(a £ 6° < ay) = 0,95 [1]

Es decir que debe ser:

2 2 2 2
P( <O ";gj = 0,95 = P(”S SLNPL J:O’%:)
n n n

a o a,
2 2 2
- P[”S NSNS j=0,95

2
a, o Q,

Esto se cumplir si, por ejemplo:

2 2
19) P [”32 L ] = 0,025 2]
o a,
y ademas
> g2 nS? _ nS?
2 p [M DS s mp |2 > 175 3]
O'2 a, 0-2 az

2
tiene una distribucion X2 con n — 1 grados de

Ahora bien, como segtn se vio en JtF Il —;

o
libertad, por [2] y [3] resulta que:
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ns>2 2 ns?2 2

=X . Y ——=Xy975 -
ap 70025 ; n-l ay 0975 1 n-l

y por lo tanto sera:

_ns? ~ns?
= y %=
X0,025:n—1 X0,975:n—1
Entonces, por [1]:
2 2
nS nS
Pl—  <o?<—> |=095 [4]
2 2
X0,025;n-1 X0,975;:n—1

Es decir que existe una probabilidad igual a 0,95 de que el valor que asuma S” al efectuarse
n repeticiones del experimento sea tal que el valor 6° esté dentro del intervalo:

ns? _ ns?
2 ’ 2
Z0,025;n-1 Z0,975;n—1
Entonces se define que:
Si se obtiene un valor observado s°, la estimacion de o consiste en el intervalo de
confianza:

ns? _ ns?
2 ) [5]
£0,025;n-1 £0,975;:n-1

con una confiabilidad de 0,95.

En el caso de intervalos de confianza de la varianza, muy a menudo interesa un intervalo del
tipo [0, I].
Evidentemente, en este caso el intervalo sera:

nS2

2 [6]
Z20,95;n-1

con una confiabilidad de 0,95.

0 ;

Observacion 1%
Anéloga a la observacion ¢ de IC I1.1.

Observacion 2%

Si bien todo lo antedicho es rigurosamente valido solo para el caso de una distribucion
normal, en el caso de una distribucién cualquiera y una cantidad muy grande de
distribuciones del experimento, el método recién indicado serd aproximadamente valido.
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Aplicacion

Sea el mismo caso indicado en IC II1.2 y supongase que se desee hallar un intervalo de confianza
para la varianza o”.

Como es s = 1,29 y n = 10, por [5] se tiene que un intervalo de confianza para o’ con una
confiabilidad de 0,95 sera:

b b

10(1,29)>  10(1,29)° [16,641 16,641

=10,875 ; 6,16]
19,02 2,70

2 2
£0,025;9 £0,975;9

IC VI

Intervalo de confianza para el cuociente de varianzas de dos distribuciones normales

a.

Sean dos experimentos aleatorios distintos a los cuales corresponden respectivamente las

variables X ¢ Y ambas normales. Supdngase que dichas variables tengan varianzas 0'2 y
X

0'2 respectivamente, las cuales son por el momento desconocidas.
Y
Supongase que se efectiien n X repeticiones del primer experimento y ny repeticiones del

segundo, y que en base a los resultados obtenidos interese hallar un intervalo de confianza

o2

para —; con un grado de confiabilidad igual a 0,9.

o
X

Interesa pues hallar dos nimeros o y o, tales que:

o2
P alé—;Saz =0,9 [1]
o
X
Como:
nXS2
X tiene una distribucién y* con n <~ 1 grados de libertad.
o
X
nys2
Y_ tiene una distribucion % con n v 1 grados de libertad.
o

Por lo visto en JtF V se tiene que:
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tiene una distribucion Fp «—D(ny -1)

oz, -1 n.S?m._|) o* o2
x_ X _ X x Y Y _, Y
2 2 2 2
n,S n,S“(n, -1 o o
Y v Y Y( x 7D X X
2
o~ (n__
L (My-1)
resulta que:
. n S%(n,_1)
—Y tiene una distribucién F, 1 1) siendo X =y
70_2 (nx—=D(ny -1) ) . —1) [2]
< YUy X
Por [1] se tiene que:
0_2
Plyai<y—-<yaz|=09 [3]
o
X
Esta expresion se cumple cuando:
o2 N
1°) P ya—g >y ap |=0,05 = 702 = f0,05(ny ~1)(Ny 1)
X 02
v e,
- Por tener y— una distribucion Eny-D)(ny -1)
2 x [4]
g v
2°) P ;/—;<7/a1 =0,05 =
o
X
0_2
=P y—; >yal =095 = yo = f0395(nx ~h(n,, -1) J
o
X

Entonces; por [1]:
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Por [2] v [4]
0'2 1 0'2 1 ¢
Plaj <—Y-<ap |=09 = Pl —ya) <—<—yap |=09 =
52 v o2 7
X X
Ny (Ny — 1)33{ o*i Ny (Ny —1)33{
= Pl ——————f0,95(ny -1)(ny -1) S—~< f0,05(ny —D(ny 1) [=0.9 [3]

Ny (Ny —1)33( xOY ai Ny (Ny —1)33{ xR

Es decir que existe una probabilidad igual a 0,9 de que los valores que asuman S 2 y S 2 al

X Y
efectuarse n, veces el primer experimento y n, veces el segundo sean tales que el valor
o2
de —; esté dentro del intervalo:
o
X
Ny (ny —1)S2 ny (ny —1)S2
Y Y
— f0.95(ny -)(ny 1) ; ————10,05(nx ~D)(ny -1) [6]
Ny (ny —1)S2 XY Ny (Ny —1)S2 XY
X X
o2
Si se obtuvieron valores observados s y 52 , un intervalo de confianza para —; con
X Y .
X
confiabilidad 0,9 sera:
Ny (Nx —l)s2 Ny (Nx —1)s2
Y ) Y
> F0,95(ny ~1(ny -1) 5~ 10,05(ng ~1(ny -1) [7]
Ny(Ny =1)s Nx(ny =1)s
X X
d. Aplicacion.
Sean n_ =10, n_ =12y que se obtuvo 82 =51y 82 =4,7.
X Y X .
De la tabla de la figura JtF IILb:
foos:10-1:12-1=2,90
f ! ! ! 0,345
095;10-1;12-17 = = =Y
T fa—0.95):10-1:12-1  Fo0s10-1:12-1 2,90
Por [4] de JtF V
o2
y por [7] resulta un intervalo de confianza para —; con confiabilidad 0,9.
o
X

Mﬂ0’345 : Mﬂzjgo =[0,312 ; 2,62]
10(12-1) 5,1 10(12-1) 5.1
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Problemas sobre Intervalos de Confianza

Suponga que la variable aleatoria X correspondiente al nivel de contaminacion del aire en un
ambiente industrial tiene una F. de D. normal. En 16 dias tomados al azar se obtuvo una
media observada X =9.

Se pide:

1°. Hallar un intervalo de confianza para m, con una confiabilidad de 0,95 si se supiera

concertezaque o =4.
X

2°. Hallar un intervalo de confianza para m y con una confiabilidad de 0,95 si “a priori” se

. . 2
ignorara el valor de & pero se tuviera que s~ = 25.
X

3°. Indicar durante cuantos dias se deberia medir el nivel de contaminacion si se desea que el
error cometido en la estimacion del valor medio de la contaminacion sea menor que 0,25
con una confiabilidad de 0,95. Suponer que o =4.
X

En una hilanderia hay 50000 husos. Se quiere estimar el porcentaje de husos inactivos con
una precision del 2%, y con ese objeto se toma una muestra al azar. Indicar el tamafo de
dicha muestra si se desea asegurar que la confiabilidad de la estimacion sea de 0,95.

En dos ocasiones distintas se efectuaron medidas sistematicas de la estatura de los
candidatos a ingresar al profesorado de cultura fisica. Los resultados fueron:

N X S
Ano 1998 400 168 cm 6
Ano 1999 900 172 cm 12

Se pide hallar un intervalo de confianza para el aumento de estatura media, con una
confiabilidad de 0,95.

Una féabrica ha llevado la cuenta de la venta diaria de un nuevo producto a lo largo de un
mes. Si X es la variable correspondiente a dicha venta diaria, supongase que se obtuvo
X=10;s=1.

En base a estos datos, hallar un intervalo de confianza con confiabilidad de 0,95 para la
venta total correspondiente al proximo semestre (180 dias).

A la cantidad de fisiones de atomos radioactivos que ocurren en un cierto periodo
corresponde una distribucion de Poisson. Si considerando 1000 periodos se obtuvo X = 10,
se pide obtener un intervalo de confianza con confiabilidad 0,95 para el parametro A de la
distribucion de Poisson antedicha.

Suponga que a la longitud de las barras de acero de una cierta produccion corresponde una
variable aleatoria X cuya F. de D. sea normal. Supdngase que se extraigan al azar 9 barras de
dicha produccion y que se obtenga un valor s* = 84,5.

Se pide indicar un intervalo de confianza con una confiabilidad de 0,95 de la varianza de
dicha produccion.

A la longitud de los cables de acero de una cierta produccion se le asocia una variable
aleatoria X que se supone normal.

Se toma una muestra aleatoria de 12 cables, obteniéndose los siguientes resultados:
9,2;9,7;9,8;10,2;10,4;10;9,4;9,5,9,5;10,3;9,9:9,7
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Se pide indicar intervalos de confianza con una confiabilidad de 0,95 para el valor medio y
para la varianza de X.



